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  שיעור אי שוויוני�

  

   מבוא

  

 משוואה בנעל�"לכ� מומל� לקרוא את שיעור . �מיבנעל ותאי שוויוני� הוא נושא המבוסס על משווא

עקרונות אלה ישמשו לפתרו� אי . העברת האגפי� ובידוד משתני�, עקרונות המשוואהב שלוטול "אחד

ו ופעמי� רבות הוא משולב ע� נושא הער� נושא אי השוויוני� מופיע לעיתי� כנושא בפני עצמ. שוויוני�

נושא זה חשוב מכיוו� שהעקרונות שלו משמשי� לעיתי� בפתרו� בעיות השוואה , בנוס�. המוחלט

  . כחמישית מהשאלות בכל פרק כמותי תשכידוע מהוו ,כמותית

  .פתרונות מלאי� לתרגילי� אלה מופיעי� בסו� השיעור. במהל� השיעור יופיעו תרגילי�*

  

  ות הסימני�הגדר

  

ומכא�  ,א� בי� שני האגפי� אי� שוויו�, בצורה דומה למשוואה) אגפי�(אי שוויו� מורכב משני חלקי� 

  : באי שוויו� נתו� יכולי� להיות מספר מצבי�. שמו של אי השוויו�

�x2: מצב בו האג� הימני גדול מהאג� השמאלי ואז אי השוויו� יראה כ < .  

  .2 $מספר הגדול מהוא  xה ערכו של  במצב ז

x2: ואז אי השוויו� יראה כ� ,מצב בו האג� השמאלי גדול מהאג� הימני > .  

  .2 $מספר הקט� מהוא  xבמצב זה ערכו של  

x2: ואז אי השוויו� יראה כ� ,מצב בו האג� הימני גדול או שווה לאג� השמאלי ≤ .  

  .2 $מספר הגדול מאו ל 2 $ יכול להיות שווה ל xצב זה במ

x2: ואז אי השוויו� יראה כ� ,מצב בו האג� השמאלי גדול או שווה לאג� הימני ≥ .  

  .2 $מספר הקט� מלאו  2 $יכול להיות שווה ל xבמצב זה ערכו של  

  

  פתרו� אי שוויו�

  

: לדוגמא. אלא תחו� של ערכי�, חיד כפי שאנו מקבלי� ממשוואהתשובה של אי שוויו� אינה ער� אחד וי

39x   . מקיי� את אי השוויו� הנתו� 39 $משמעות הדבר היא שכל מספר הקט� מ. >

  :בצורה הבאה, צייר את תחו� הערכי� ג� על ציר המספרי�נית� ל
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ע� א� , מותר להעביר אגפי�. עור משוואותבשיעל מנת לפתור אי שוויו� נשתמש בעקרונות שלמדנו 

   .xכאשר המטרה היא לבודד את  ,ולמספר כללי� תשומת לב לסימני�

  

  . נית� לבצע על שני צידי אי השוויו� כפי שעושי� במשוואה: חיבור וחיסור

 /כאשר כופלי� , נית� לחלק ולהכפיל את שני צידי אי השוויו� מבלי לשנות את הסימ�: כפל וחילוק

  . בלבדבמספר חיובי מחלקי� 

  . 0 $אסור לכפול או לחלק את שני צידי אי השוויו� ב, כמו במשוואה

  

  .עלינו להפו� את סימ� אי השוויו�, כאשר כופלי� את שני צידי אי השוויו� בער� שלילי: כלל

  

)באי השוויו�  xכשנרצה לבודד את : לדוגמא ) ( )8x ) $י השוויו� באשני צידי ל את נכפו −<− ונזכור −1(

) $להפו� את סימ� אי השוויו� כיוו� ש  8x: כ� נקבל. הוא גודל שלילי −1( <.  

  

 אסור, מכיוו� שכאשר מכפילי� את אי השוויו� בגודל שלילי עלינו להפו� את סימ� אי השוויו�: כלל

מכיוו�  ,זאת. את אי השוויו� במשתנה שאי� אנו יודעי� א� ערכו שלילי או חיובי להכפיל או לחלק

א� במידה וערכו חיובי אי� אנו צריכי� להפו� , שבמידה וערכו שלילי עלינו להפו� את סימ� אי השוויו�

  . את הסימ�

2aבאי השוויו� : לדוגמא
a

b3
+<

+
כפי שהיינו עושי�  a $ ויו� בלא נוכל להכפיל את שני צידי אי השו, 

  .ועלינו למצוא דר� אחרת לפתרו� במידה ובי� שני האגפי� היה נתו� סימ� שוויו�

  

  תרגול בידוד משתנה באי שיוויו� 

  

1. 2x0  ?xק של ו תחו� הערכי� המדוימה,    >−

2. x73  ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה,    −>+

3. 2x0  ?xיק של מדותחו� הערכי� ה ומה ,    >−+

4. x22x20  ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה     ,−>−+

5. 4xx  ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה,     −≥−

6. x3918  ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה,     <−

7. x6
x

x4
 ?xיק של רכי� המדותחו� הע ומה   ,  ≥

8. 
2

)x(

2

x −
 ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה,    ≤

9. 3x3x  ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה   ,  −+<−

10. 1
x

3
0x: נתו�,  >   ?xיק של ו תחו� הערכי� המדומה    , <
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  � אחדאי שוויוני� ע� יותר מתחו

  

למשל כאשר אנו (יותר מתחו� אחד בתוצאה  יכול להיווצר מצב בו ישמסוימות  ני�בשאלות אי שוויו

  : במקרה זה קיימות שתי אפשרויות). פותרי� אי שוויו� ע� חזקות מסדר זוגי

  . חפיפה לא קיימתחפיפה או שבי� התחומי�  קיימתבי� התחומי� 

   

  :מצב בו קיימת חפיפה בי� התחומי�

1x: שללמ ) וג� > )1x    :התחו� יראה כ�, בצורה גרפית. <−

  

  

  

  

1x ה�התחו� שמקיי� את אי השוויו� שתנאיו , מכיוו� שיש חפיפה בי� שני התחומי� ) וג� > )1x −> 

 .השטח בסרטוט שחופ� בי� שני התחומי� הנתוני�, רכלומ. הוא רק התחו� המסומ� בקווי� אלכסוניי�

1x1 התחו� הוא, ות במילי� אחר <<−.  

  

   :חפיפה בי� התחומי� לא קיימתמצב בו 

1xהתחו� שמקיי� אי שוויו� הוא: למשל ) או < )1x    :התחו� יראה כ�, בצורה גרפית. >−

  

  

  

  

axכאשר נתו� אי שוויו� בצורה : כלל
2 axהיה התוצאה ת, > ) וג�  > )ax ע� תחו� , כלומר ,<−

axa התחו� שמקיי� אי השוויו� הוא, במילי� אחרות .יפהחפ <<−.  

  

4xפתרו� אי השוויו� : לדוגמא
2 2xהוא   > ) וג� > )2x −>.  

2xהפתרו� את  ) וג� > )2x ) :באופ� הבאנית� לכתוב בצורה מאוחדת  <− ) 2x2 <<− .  

  

axכאשר נתו� אי שוויו� בצורה : כלל
2 axהיה ת תוצאהה < a(x( או <  � בותחו� שאי, כלומר ,>−

  .יפהחפ

  

4xפתרו� אי השוויו� : לדוגמא
2 2xהוא   < ) או < )2x −<.   

זה אי� תחו�  מכיוו� שבמצבי� מסוג, פתרו� מסוג זה לא נית� לכתוב בצורה מאוחדת באי שוויו� אחד

�  .חופ

1 1$ 

)1(x −>  
1x <  

1 1$ 

1x >  )1(x −<  
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  שאלה לדוגמא

  

2: נתו�
a

a3
>

−
   ,0a >.  

  ?יוני�ומהו תחו� הערכי� המקיי� את שני אי השו

  

)1( ( )1a 0aוג�  >− >  

)2( ( ) 0a1 <<−  

)3( 1a 0aוג�  < > 

)4( 1a0 <<   

  

  פתרו�

0a $נתו� ש. aובשני עלינו לבודד את , כבר מבודד aבאחד מה� , נתוני� שני אי שוויוני� לכ� כבר נוכל , <

באי השוויו�  aכעת נבודד את . הזה התנאיאת  מקיימות �אינ �כיוו� שה ,)2( $ו) 1(ות לפסול את תשוב

2
a

a3
>

−
0aעל פי הנתו�  0 $גדול מ aמכיוו� שאנו יודעי� שערכו של , שימו לב.  כלומר אנו יודעי� , <

א� , זכרו(מבלי לשנות את הסימ�  a $את שני צידי אי השוויו� ב נית� לכפול, הוא גודל חיובי a $בוודאות ש

בו את שני צידי אי השוויו� ולהפו� את סימ� אי  נו יכולי� לכפולא גודל שלילי הייהו a $היינו יודעי� ש

כלל את שני צידי אי  בו לילי או חיובי לא היינו יכולי� לכפולוא� לא היינו יודעי� א� הוא ש, השוויו�

a2a3: כ� נקבל). השוויו� a33: על ידי העברת אגפי� נקבל, כעת. −< שג� הוא גודל ( 3 $ לק בנח. <

a1: וכ� נקבל ,)חיובי ולכ� אי� אנו צריכי� לשנות את כיוו� הסימ� 0aהיות שנתו� כי . < התוצאה , <

1a0: כלומר ,תחו� זה והתחו� שמצאנו תחו� החופ� בי�ה היא קיבלנו תחו� חופ� ולכ� נית� ( >>

  ).תוב אותו בצורה המאוחדתלכ

  ).4(התשובה הנכונה היא 

  

  שאלה לדוגמא

  

2x48x7: נתו� −<−  . x �הוא מספר חיובי ושל.  

?x =  

  

)1( 1 

)2( 8 

)3( 3 

)4( 4  
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  פתרו� 

28x3כ� נקבל . משני צידי אי השוויו� 4xבאי השוויו� הנתו� על ידי חיסור  xנתחיל בבידוד  כעת . −>−

6x3: ונקבל 8נוסי� לשני צידי אי השוויו�   xעל מנת לבודד את  3 $נחלק את שני צידי אי השוויו� ב. >

: נקבל). הוא מספר חיובי בוודאות 3 $בלי חשש מכיוו� ש 3 $אנו יכולי� לחלק את שני צידי אי השוויו� ב(

2x , בשילוב ע� התחו� שקיבלנו. הוא מספר חיובי ושל� xלנתו� הנוס� בשאלה לפיו  כעת נתייחס. >

2xהרי קיבלנו ( 2 $המספר היחיד שהוא חיובי ושל� וג� קט� מ   . 1הוא ) >

  ).1(התשובה הנכונה היא 

   

  

  יחסיות באי שוויוני�

  

baא� נתו� : כלל cbוג� נתו�  > caאז בהכרח  > < .  

  

  . ל בדוגמא מספרית פשוטה"נוכל לראות את היישו� של הכלל הנ

32וג�  >21א�    . >31אז בהכרח  >

  

  

  שאלה לדוגמא

  

): נתו� ) a33nm n2m2a33וג�  +>+ +<+  

  ?מה נכו� בהכרח

  

)1( )nm(  .הוא ביטוי שלילי +

)2( )a33(  .הוא ביטוי שלילי +

)3( )nm(   .הוא ביטוי חיובי +

 .לא נית� לדעת בוודאות א� הביטויי� חיוביי� או שליליי� )4(
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  פתרו�

): ונקבל נוכל לאחד את שני אי השוויוני� הנתוני� ) n2m2a33nm על פי חוק היחסיות באי . +>+>+

): שוויוני� נוכל להגיד בוודאות ש ) n2m2nm +<+ . �באג� הימני  2נוציא מחו� לסוגריי� גור� משות

)nm(2)nm(:של אי השוויו� ונקבל )nm($אסור לחלק ב $שימו לב ( +>+ שכ� איננו יודעי� הא�  +

  מכיוו� שנתו� שהביטוי , ע� זאת). ביטוי זה חיובי או שלילי ולכ� לא נדע א� יש להפו� את הסימ�

)nm( nm(2( $קט� מ + )nm(נוכל להסיק שערכו של הביטוי , 2כלומר מערכו של הביטוי פי , + הוא  +

)nm(זאת מכיוו� שא� הביטוי  .חיובי ערכו של הביטוי  2ברגע שהיינו מכפילי� אותו פי , היה שלילי +

)nm(הביטויש, מכא�. היה הופ� קט� יותר ולא גדול יותר   . הוא ביטוי חיובי+

)nm(נית� ג� לחסר ( nm(0(: משני האגפי� וכ� נקבל +   ). כלומר הביטוי חיובי, >+

)a33(מכיוו� שא� ) 2(נוכל לפסול את תשובה , א� נסתכל על השאלה לעומק לפני הפתרו� הוא ביטוי  +

)nm(ובנוס� נתו� שהוא גדול מהביטוי , שלילי )nm(אז בהכרח ג� הביטוי , + ביטוי שלילי ואז הוא  +

  ). 2(וג� תשובה ) 1(ג� תשובה (נקבל שיש שתי תשובות נכונות 

  ).3(התשובה הנכונה היא 

  

  

  שילוב של משוואה ואי שוויו�

  

. כאשר אחד מה� הוא אי שוויו� והשני משוואה, לעיתי� מופיעות במבח� שאלות שמערבות שני נתוני�

  . במשוואה או בשניה�, י� באי השוויו�ברוב המקרי� בשאלות מסוג זה יופיעו שני משתנ

דר� הפתרו� ג� כ� תהיה דומה . שאלות מסוג זה מזכירות במקצת את נושא שתי משוואות בשני נעלמי�

בידוד משתנה אחד במשוואה והצבתו באי השוויו� על מנת לקבל אי שוויו� מ בדר� כלל תהיה מורכבתו

  .ע� משתנה אחד בלבד

  

  

  שאלה לדוגמא

  

15a3b2a4: נתו� 30abוג�  +=− <− .  

  ?bמה תחו� הערכי� המדוייק שיכול לקיי� את 

  

)1( 5b < 

)2( ab < 

)3( 15b < 

)4( a215b −<  
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  פתרו�

נבודד . bהמדוייק שיכול לקיי� את בשאלה נתוני� משוואה ואי שוויו� ואנו נשאלי� מה תחו� הערכי� 

ואותו (על מנת שנוכל להציב אותו באי השוויו� וכ� נקבל אי שוויו� ע� משתנה אחד בלבד  aבמשוואה את 

b215a: על ידי העברת אגפי� נקבל). אנחנו יודעי� כבר לפתור את שני צידי  1נכפול במינוס . =−−

)b215)a: המשוואה וכ� נקבל : באי השוויו� ונקבל −)a(כעת נוכל להציב את . −=+

30b215b 15b3: על ידי כינוס איברי� והעברת אגפי� נקבל. ++>   את שני צידי אי  3 $ נחלק ב. >

5b: ונקבל) ודאותהוא מספר חיובי בו 3אי� צור� להחלי� את סימ� אי השוויו� כי (השוויו�  < .  

  ).1(התשובה הנכונה היא 

  

  

  טווח אפשרי

  

. נקבל נתו� לגבי משתנה ועל פיו נצטר� לחשב מהו טווח הערכי� שיכול לקבל המשתנה, בשאלות מסוג זה

 �נצטר� להפעיל חשיבה על מנת  לעיתי�בחלק מ� השאלות נוכל לפתור על ידי הצבה של התשובות א

  .ר את התחו�לאת

  

  

  שאלה לדוגמא

  

  .ה� מספרי� שלמי� a ,b: נתו�

4ba: נתו� 7a1וג�  −= ≤≤  

  ?שמקיי� את המשוואה הנתונה bהאפשרי עבור  הערכי� מה הטווח

  

)1( 3b3 <<− 

)2( 3b3 ≤≤− 

)3( 8b0 << 

)4( 5b2 <<−  
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  פתרו�

. נוכל לפתור על ידי הצבת כל המספרי� האפשריי� שמקיימי� את המשוואה וג� את שאר הנתוני�

1aא� נציב . 1,2,3,4,5,6,7ה�  aהאפשרויות עבור , ה� מספרי� שלמי� b $ ו a $מכיוו� שנתו� ש נקבל , =

4b1 b)3(כלומר , −= 2aא� נציב . =− 4b2נקבל  = b)2(ומכא� , −= א� נציב  ,בדר� דומה. =−

3a = ,4a = ,5a = ,6a =,7a b)1(נקבל  = −= ,0b = ,1b = ,2b = ,3b יכול לקבל  b, �לכ.  =

  .−)3($ו 3כולל , −)3( $ל 3ערכי� שלמי� בי� 

1aאת המצבי� הקיצוניי� בה�  דר� מהירה יותר לפתור היא להציב רק 7aוג�  = כ� נקבל מהר . =

  . bיותר את כל טווח הערכי� שמקיי� את 

  ).2(התשובה הנכונה היא 

  

  

  

  לסיכו�

  

במידה ואנו כופלי� . מלבד כמה כללי� שעלינו לזכור, נושא אי השוויוני� דומה מאוד לנושא המשוואות

אסור לכפול או לחלק בגודל שאי� אנו יודעי� , מסיבה זו. יש להפו� את הסימ�, חלקי� בגודל שליליאו מ

  .הא� הוא חיובי או שלילי

�הנושא מצרי� תרגול . נושא אי השוויוני� לעיתי� מרתיע תלמידי� רבי� א� אי� סיבה אמיתית לכ

  .א� לאחר תרגול מספיק הוא יחסית פשוט, ותשומת לב לכללי�
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  פתרו� לתרגול בידוד משתנה באי שוויו�

x2: לכל אחד מצידי אי השוויו� נקבל 2על ידי הוספת  .1 אי השוויו�  המקיימי�  x $ ערכי ה ,כלומר. >

2x0  .2 $יכולי� להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ >−

x10: משני צידי אי השוויו� וכ� נקבל 7נחסיר  .2 אי השוויו�  המקיימי� את x $ ערכי ה ,כלומר. −>

x73  ).10$( $יכולי� להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ −>+

3.  �2x: לשני צידי אי השוויו� וכ� נקבל xנוסי אי� צור� לשנות את הסימ� כיוו� , שימו לב. >

 x $ערכי ה. חילוק במספר שליליבידי אי השוויו� ולא בכפל או בשני צ xשהשתמשנו בחיבור 

2x0המקיימי� את אי השוויו�   .2 $יכולי� להיות א� ורק מספרי� הקטני� מ >−+

2x22: משני צידי אי השוויו� ונקבל 2xנחסיר  .4 אי� צור� לשנות את הסימ� כיוו� , שימו לב. −>−

את שני צידי  −)2($נחלק ב, כעת. בשני צידי אי השוויו� ולא בכפל או בחילוק 2xיסור שהשתמשנו בח

1x11: כ� נקבל. כיוו� שאנו מחלקי� בגודל שלילי ,שוויו� ונזכור להפו� את הסימ�האי  כעת . <

: ונקבל 11 $נחלק את שני צידי אי השוויו� ב
11

1
x המקיימי� את אי השוויו� יכולי�  xערכי  .<

$להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ
11

1
. 

5.  �x24: לשני צידי אי השוויו� וכ� נקבל 4לשני צידי אי השוויו� ובמקביל נוסי�  xנוסי כעת על ידי . ≥

x2: נקבל 2 $ חלוקה של שני צידי המשוואה ב המקיימי� את אי השוויו� יכולי�  xערכי , כלומר. ≥

 .2 $או שווי� ל 2 $להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ

x39:  ונקבל 9נחסיר משני צידי אי השוויו�  .6 נחלק את שני צידי אי  xעל מנת לבודד את  ,כעת. <−

כ� . אי השוויו� כי אנחנו מחלקי� אותו בגודל שלילי ולא נשכח להפו� את סימ� 3השוויו� במינוס 

x3: נקבל המקיימי� את אי השוויו� יכולי� להיות א� ורק מספרי� הגדולי�  x $ערכי ה. −>

 .3ממינוס 

ולכ�  ,כי אנו לא יודעי� א� הוא גודל שלילי או חיובי x $אסור לנו לכפול את שני צידי אי השוויו� ב .7

יש דר� אחרת בה נוכל להגיע , ע� זאת. לא יודעי� א� עלינו להפו� את סימ� אי השוויו� אנחנו

x64: לאחר צמצו� נקבל. בשבר הנמצא באג� השמאלי של אי השוויו� xעל ידי צמצו� , לפתרו� ≤ .

x: בלכ� נק. 6 $על ידי חלוקת שני צידי אי השוויו� ב xכעת נוכל ללא קושי לבודד את 
6

4
נוכל . ≥

x: וכ� נקבל ,$2לצמצ� את השבר שקיבלנו ב
3

2
המקיימי� את אי השוויו� יכולי�  x $ערכי ה. ≥

 $להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ
3

2
 .או שווי� לו 
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x(x( :וכ� נקבל 2 $ נוכל לכפול את שני צידי אי השוויו� ב .8 −≥ . �לשני צידי אי השוויו� וכ�  xנוסי

0x2: נקבל כיוו� שאנחנו  ,אי� צור� לשנות במקרה זה את כיוו� סימ� אי השוויו�, שימו לב. ≤

לאחר חלוקה . י� פעולה של כפל או חילוק במספר שליליעלשני צידי אי השוויו� ולא מבצ xמוסיפי� 

0x: נקבל xעל מנת לבודד את  2 $צידי אי השוויו� ב של שני המקיימי� את אי  x $ערכי ה. ≤

 .או שווי� לו 0 $השוויו� יכולי� להיות א� ורק מספרי� הגדולי� מ

9.  �x26: לשני צידי אי השוויו� ונקבל 3לשני צידי אי השוויו� ובמקביל נוסי�  xנוסי אי� , ימו לבש. <

לשני צידי אי השוויו� ולא ביצענו פעולה של  3 $ו xצור� לשנות את כיוו� הסימ� כיוו� שרק הוספנו 

x3: את שני צידי אי השוויו� ונקבל 2 $כעת נחלק ב. כפל או חילוק במספר שלילי  x $ערכי ה. <

 .3 $י� הקטני� מיכולי� להיות א� ורק מספר אי השיוויו�המקיימי� את 

0x  $מכיוו� שנתו� ש x $ את שני צידי אי השוויו� ב נוכל לכפול .10 חיובי  x $אנו יודעי� ש ,כלומר, <

x3: כ� נקבל. ולכ� אי� צור� לשנות את סימ� אי השוויו�, בהכרח המקיימי� את אי  x $ערכי ה.  >

� ורק מספרי� הגדולי� מהשיוויו� יכולי� להיות א$ 3.  


